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1. はじめに
逆問題とは，間接的に得られる多数の測定結果から，直接
には測れない対象の情報を得ることに関わる数学問題を指
す1)．逆問題を計算機で解いて測定結果を得るセンシング手
法を間接計測と呼ぶ2)．磁気共鳴映像MRI，脳磁計MEG，
脳電計 EEG，ポジトロン CTのような医用画像診断技術，
合成開口レーダ，地下資源探査，超解像，波源定位，速度
場の再構成など，現代では幅広い展開がなされている．こ
れらの方法論の本質は，現象を数理的に捉え，その構造に
立脚してアルゴリズムを構築してゆくこと，計測技術者の
立場では，そのような構造をもつようにセンシングシステ
ムを考え設計してゆくことである．
物理現象のモデル化は，ほとんどが微分または偏微分方
程式で与えられる．逆解法を計算機に適した方法とするに
は，偏微分方程式のモデルから代数的関係式を，なるべく
近似を含まない形で得ることが必要だが，これまでは無限
の観測領域など，理想化された状況でしかそのような方法
は見いだされていなかった．近年，このための，非常に一般
的と思われる方法論がまったく別な方向からの研究の中で
発見された．本稿では，この発見の経緯からそれが信号処
理における古典的問題に結びつくまでを議論の縦軸として，
この方法論の基本的な考え方と適用法について解説する．

2. 逆問題の方法論と新たな問題意識
2.1 映像型アプローチと直接型アプローチ
逆問題解法は大きくは映像型アプローチと直接型アプロー
チに分けられる．映像型では対象をメッシュ上の値の分布
として捉える．すなわち，対象空間上と観測空間上に固定
のメッシュを切り，メッシュ上の物理量と観測量の間の関
係を式で表わす．これを数値的に解くことで値の分布を得
る．メッシュを十分細かく取ることで，その分布を駆動す
るソースの位置や構造の推定が可能になる．ただ，これは
観察手段の高度化とは言えても，計測の最終目的には到達
していない．ソースの推定は後続の解析の役割である．
一方，直接型アプローチでは，ソースや場のパラメータ
を直接的に解こうとする．最も理想的なのは，これらを陽
に表現する数式を得ることである．観測値を代入するだけ
で簡単かつ高精度に所望の結果を得る．容易ではないが，

新しい観測手段や数学的方法論が徐々にこれを可能にする．
発展への理知的チャレンジであり，問題や物理的な場の深
い理解につながる逆問題の本質がある．このアプローチを
より広い応用に拡大することはできないだろうか．
2.2 状態量の推定と支配方程式のパラメータ推定
方法論の違いには，測定したい物理量の役割の違いが本

質的である．たとえば振動するバネ質量ダンパ系を考える．
位置や速度や加速度は，運動方程式という微分方程式の変
数の値（状態量）である．一方，質量やバネ定数や粘性定
数はこの微分方程式の係数である．位置や速度や加速度に
は直接的測定手段がある．しかし，質量やバネ定数や粘性
定数の測定は微分方程式の係数推定に等しく，間接的であ
る．状態量はこれらの情報を運ぶ媒体と捉えられる．
このように，支配方程式のパラメータ推定に帰着する計

測対象は数多い．この問題に，組織的で有効な方法論を与
えることはできないだろうか．
2.3 観測方法とその時空間的広がり
観測プロセスの最も一般的な表現が荷重積分である．物

理量の分布に時間的・空間的な重み（荷重関数）を乗じて
積分する．標本化や応答特性もこのような重み付けの一つ
であり，CTにおける投影もこのような荷重積分の一つで
ある．これらを適切に設計したり新たな形式を導入するこ
とで，計測に一段と高い能力を付与できないだろうか．
一方，実際の観測では観測の広がりは有限とならざるを

えない．影響が続いているのに観測が打ち切られると，結
果に顕著なアーチファクトが発生し，大きな誤差要因とな
る．しかるに，従来の理論はほとんど無限の広がりを前提
にしたものである．観測範囲の有限さを正しく取り込んで
かつ厳密な理論は作れないのであろうか．

3. オプティカルフロー検出
このような問題意識から取り組んだものの一つが時間相

関イメージセンサ3), 4) である．通常の画像は 1フレーム内
の到来光量を重み 1で積分したものである．これを任意の
荷重関数で積分できるように拡張した．このデバイスの応
用を考える中で，荷重積分法を発見するに至った．
3.1 オプティカルフロー
オプティカルフローとは，3次元中の運動物体が 2次元

平面に結像して生じる明暗の動きである5), 6)．これを検出
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(a) 強度画像 (b) 相関画像

図 1 複素正弦波変調撮像の例
強度画像が運動によってぼける部分に，相関画像は特有の振幅位相分布を生
成する（色相は複素数の位相，明るさは振幅で表示）．カラー図は学会 HP

を参照（以下の図も同じ）．

する代表的な方法論は 3種類あるが，どれも欠点をかかえ
ている．局所領域のフレーム間対応付けによる方法は，計
算量が膨大だがパターンの伸縮回転等の変化に弱く速度場
の解像度が低い．動画像の時空間スペクトル構造を利用す
る方法は有限な観測時間と観測領域で厳密性を失い，精度
と解像度が低下する．残りの一つは以下の議論の主題のオ
プティカルフロー偏微分方程式を用いる方法である．この
方程式は本来は厳密で，変動する場の局所解析に好適だが，
これに基づく従来法は数値微分を用いていたため，多大な
差分近似誤差が入り，フレーム間での移動量が大きいと意
味ある結果を得るのはほとんど困難であった．
3.2 複素正弦波変調撮像
時間相関イメージセンサがこの状況を一変させることは
容易に想像できた．通常の画像（強度画像）は運動によっ
てぼけを生じ情報を失う．運動による明暗の時間変化が重
み 1の撮像で平均化され減じてしまうためである．一方で，
時間変化する形態に移った情報は，その周波数帯域に合っ
た複素正弦波の荷重関数で直交復調すれば取り出すことが
できる．このような考えで発案したのが複素正弦波変調撮
像7)（位相スタンプ撮像）であった．図 1(a),(b)に撮像例
を示すように，確かに通常の画像に比べて格段に豊富な情
報が得られている．強度画像が運動ぼけで細部構造を失う
部分に複素正弦波変調撮像の画像（相関画像）は特有な応
答を示し，両画像で相補的な情報表現をなすことも予想の
通りである．喜び勇んで，速度場を求める具体的解法に研
究を進めた．
3.3 オプティカルフロー偏微分方程式
対象上の各点は運動中一定の明るさを保つことを固定し
た座標系の微分量の関係で表現したもの，すなわち
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)
f(x, y, t) = 0 ( 1 )

をオプティカルフロー偏微分方程式という5)．流体力学で
は移流方程式と呼ばれる．速度ベクトル (vx, vy) は滑らか
なら空間の関数でも時間の関数であってもよく，一般解は

このような速度場に沿って流れる明暗パターンとなる8)．
筆者らは，新たな方法を考えるにあたり，この方程式を

出発点と決めた．これを新たな撮像法の荷重積分量の関係
に落とせばよいのである．それには偏微分方程式自体を荷
重積分するのが手っ取り早い．すなわち，1フレーム時間
[−T/2, T/2] においてオプティカルフロー偏微分方程式が
一様に成り立てば，それを 1フレーム時間で任意の荷重関
数 w(t) を乗じて積分しても零，その逆も成り立つから，
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の同値関係が成り立つ．部分積分を行うと，
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のように f(x, y, t) の微分が荷重関数の微分に移るととも
に，両関数の積の積分境界値の差（積分境界値項）が新た
な項として現れる．ここまでは当然の変形だが，複素正弦
波変調撮像に合わせて，荷重関数を

wn(t) = e−jnΔωt, Δω ≡ 2π

T
( 3 )

と置いてこの式を眺めたときに驚きの展開が待っていた（n

は 1フレームに入れる正弦波の周期の数で整数．整数に選
ぶだけで完備）．まず第 1に，複素正弦波の微分は

∫ T/2

−T/2

f(x, y, t)
∂

∂t
e−jnΔωtdt

= −jnΔω

∫ T/2

−T/2

f(x, y, t)e−jnΔωtdt ( 4 )

のように複素正弦波となって関数形が変わらない．これは，
問題を解くのに必要な荷重積分量の種類が増えないという
ことで，大変好都合である．だが，新たに現れた積分境界
値項はどう見ても邪魔者である．最初は，よく行われるよ
うに窓関数を乗じて逃げる手（(4)式の関係が失われ近似
が導入される）しかないと思っていたが，黒板を前に院生
と議論している中ではっと気が付き，「その項，消えるね」
とつぶやいた一瞬は忘れようもない．なぜなら，荷重関数
はフレームと周期が一致するように選ばれるのだから，

[
f(x, y, t)e−jnΔωt

]T/2

−T/2
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= e−jnΔωT/2f
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のように，符合以外は n によらない値になる．未知数のま
まで残してもたった 1個である．この第 2の展開のおかげ
で，荷重積分量の関係式は�
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となる．ここで
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は n = 0の強度画像と n > 0の相関画像を統一的に表わし
ている．未知数は 1画素あたり vx, vy,

�
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の

実数 3個なので，強度画像（実数）と 1枚の相関画像（複
素数）を連立し，�
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とするだけで解ける．空間方向の偏微分は周波数領域のフィ
ルタ処理でほぼ理想的に求められるので，ここではそのま
ま残している．第 3列を掃き出した表現では�
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∂
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�
(gn(x, y)− (−1)ng0(x, y))

+ jnΔωgn(x, y) = 0 ( 8 )

である8), 9)．この式は，簡便解法とともに荷重積分法に興
味ある解釈を提供する（後述）．
3.4 時間相関イメージセンサ3), 4), 10), 11)

図 2に画素回路とチップ写真を示す12)．時間相関イメー
ジセンサでは，画素ごとに光電荷の蓄積コンデンサが 3個
あり，それらに光キャリアをアナログ的に分流して蓄える．
複素正弦波変調撮像では参照信号を三相の正弦波とする．1
フレーム内で蓄積された電荷を Q1, Q2, Q3 とすると，読
み出し後に以下の行列を乗じて，⎡

⎢⎣
1 1 1
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⎤
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のように周波数 0と nΔω の有限フーリエ変換を取得する．

(a) 画素回路（PD, 電荷-電圧変換，垂直選択，リセット回路）

(b) 640× 512 画素チップ12) (c) 時間相関カメラ (USB 接続)

図 2 CMOS能動読み出し型三相時間相関イメージセン
サの画素回路と 640 × 512 画素チップおよびカメラ

図 3 時間相関イメージセンサとPC内の計算部を含む処
理のブロック図．強度画像に重ねて速度分布が表示される．

3.5 システム構成と検出例
図 3にシステム構成を示す13)．通常の応用では最低次の
周波数成分に変化の情報の大半が含まれるため，参照信号
周波数は n = 1 に選ぶ．フレーム周期と参照信号には位相
原点を含む完全な同期が必要なため，必要な波形はカメラ
自身で発生させている．
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(a) 強度画像

図 5 オプティカルフロー恒等式の各項を生成する荷重関数
黒 (細線)：強度画像 g0，赤 (太線) と緑 (破線)：相関画像 g1 の実部と虚
部，青 (点線)：g1 + g1 の実部．

解法に利用していると見なせる．

4. 周波数推定
偶然が重なって見つかった荷重積分法であるが，一般化

して述べれば，1) 対象を微分方程式の係数推定問題として
捉え，2) 適切な荷重関数により荷重積分量と積分境界値に
よる代数方程式に帰着させ，3) これを直接に解く，という
方法論と言うことができる．筆者は，これを未解決な重要
問題に適用することで，その価値を広く認知させたいと考
えた．そこで取り組んだのが周波数推定問題である．
4.1 フーリエ分析と Prony 法

正弦波のパラメータ（周波数，振幅，位相）を雑音下で
推定する問題には通信や計測を含む幅広い応用があり，数
多くの方法が研究開発されてきた14), 15)．しかし，いずれも
が問題を抱えているのはオプティカルフローの状況によく
似ている．しかし，その歴史ははるかに長い．

そもそも，周波数推定は 18 世紀のフランスの数学者
Fourier と Prony によって対照的な形で始まった．Fourier

はあらゆる波形が正弦波の和に展開できることを示し，こ
れをフーリエ級数展開やフーリエ変換として定式化した．一
方，Prony は正弦波の等間隔標本値が満たす線形関係（差
分方程式）に着目し，この差分方程式の係数を波形から推
定し，差分方程式の基本解として周波数を決定した．

有限区間でのフーリエ変換は，基底周波数が離散的にし
かとれないため，分解により得られる分布（スペクトル）
も離散的なものとなる．このメッシュは対象正弦波とは無
関係に決まり固定である．要するに，フーリエ変換は周波
数推定に関する映像型アプローチをなしている．単一周波
数正弦波でもエッジ効果でそのエネルギーは離散スペクト
ル全体に散らばるため，周波数の推定には適切な窓関数と，
分布の中心を求める手段が必要となる．しかし，これらは
作為的な誤差や近似式の導入にほかならない．

これに対して Prony 法は直接型アプローチをなし，AR

(Auto-regressive, 自己回帰) モデルとそれに基づく信号解
析手法の基となり，フーリエ変換がそうであったように，現

(b) 速度ベクトル画像（色相 = 方向，明度 = 速さ）

図 4 交差点を往来する車両の検出例
検出されたオプティカルフローを，方向を色相で，速さを明るさで表わした
もの．左上に右折車両や接近車両も捉えられている．

図 4 に検出例を示す．全画素で計算され，速度ベクトル
画像として捉えられている．色相は赤が左方向，青が右方
向の速度場を表わし，明るいほど高速である．左方に向か
う車両の影が道路に写った部分や，すれ違った車両のバン
パーやフロントグラスの部分に異常応答が見られる．運動
場と静止場との混合，対向車や周囲の風景の反射像が原因
である．このような検出結果は，速度検出の欠陥というよ
りは，高解像度オプティカルフロー検出によって得られる新
たな情報であり，上位の認識系によって有効に生かしうる．  
3.6 荷重関数から合成される「窓関数」

図 5 は，(8) 式の各項を生成する荷重関数のグラフである．
後に空間微分される荷重積分量 g1(x, y) − (−1)1g0(x, y) =  
g1(x, y)+  g0(x, y) を生成する荷重関数は，実部が青線，虚
部が緑線で表示されている．これは，g1(x, y) の実部の荷
重関数（赤線）と g0(x, y) の荷重関数（黒線，フレーム内
で常に 1）の和であり，両端で零の「窓関数」の形に合成さ
れている．このため微分が境界で発散せず，全域で g1(x, y)
との厳密な比例関係が保たれている．すなわち，荷重積分
法の 1 つの解釈として，荷重関数の適切な組み合わせによ
り，「窓関数」と同様な効果を含む荷重積分量の関係を導き，
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代の信号処理の根幹として発展した．しかし，これを周波
数推定に適用すると，統計的有効性の理想値（Cramer-Rao

の下限，CRLB）から遠い値しか実現できず，データ量を
増やすほど，その差は大きくなった16)．一方でフーリエ分
析は，推定誤差に観測雑音が支配的な領域でCRLBに漸近
する性能が得られる．これは，フーリエ分析の本質，有効
情報をピーク付近に集約し SN比を高めることの効果であ
る．自己相関関数を観測値とする Prony流の方法17), 18) に
は，このような性質は含まれない．これら 2つの方法論を
統合する形で，フーリエ変換を内在し，かつ近似に無縁な
方法の実現に荷重積分法は貢献できないであろうか．
4.2 荷重積分法の適用19), 20)

目標と問題意識が定まったので，さっそく荷重積分法の
手順に従い導出を始めることとした．
（1） 微分方程式の係数推定問題としての定式化
線形で定係数の 2階微分方程式

f̈(t) + a2f(t) = 0, (10)

は，一般解 f(t) = A cos(at+ φ) を有する（ ˙は時間微分
を示す）．振幅 A と位相 φ は微分方程式の係数には含ま
れず積分の過程で現れる任意実数で，解の自由度を表現す
る．一方，周波数 a は係数に含まれ，解を当該周波数の正
弦波に拘束する．この意味で，(10)式は周波数推定問題に
必要十分な波形の拘束式，正弦波拘束微分方程式となる．
（2） 正弦波拘束微分方程式の荷重積分
信号はただ 1つの正弦波を含み，観測区間 [0, T ] 内で一

定な周波数と振幅と位相をもつと仮定する．そうすると，正
弦波拘束微分方程式はこの区間内で一様に成立し，任意の
荷重関数 w(t) に関する同値関係

f̈(t) + a2f(t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]

↔
� T

0

(f̈(t) + a2f(t))w(t)dt = 0 ∀w(t) (11)

が成立する．2階微分の積分に部分積分を 2度適用すると，

� T

0

f̈(t)w(t)dt

=
�
ḟ(t)w(t)

�T
0
− �

f(t)ẇ(t)
�T
0
+

� T

0

f(t)ẅ(t)dt

となる．ここで，オプティカルフローの場合とまったく同
様に複素正弦関数 e−jnΔωt (Δω = 2π/T ) を荷重関数と
して導入する．すると，荷重関数の微分は同じ複素正弦関
数となり，必要な荷重積分量は窓関数なしの有限フーリエ
積分

gn ≡
� T

0

f(t)e−jnΔωtdt (12)

のみとなる．一方，新たに 2つ生じた積分境界値項は
�
f(t)e−jnΔωt

�T
0
=

�
f(t)

�T
0�

ḟ(t)e−jnΔωt
�T
0
=

�
ḟ(t)

�T
0

のように，いずれも n によらず同一となる．これらを代入
すると，正弦波拘束微分方程式の積分形式は

� T

0

(f̈(t) + a2f(t))e−jnΔωtdt

=
�
ḟ(t)

�T
0
+ jnΔω

�
f(t)

�T
0
− n2Δω2gn + a2gn

= 0 (13)

と書かれる．この式は複素の代数方程式であり，1個の未
知数 a2 と既知量 n,Δω ならびに観測量 gn を含む．積分
境界値項 [f(t)]T0 , [ḟ(t)]

T
0 は，波形データからの観測量とし

ても未知量としても扱うことができる．n は必要なだけ用
意できるのだから，いずれにせよ，これが容易に解ける連
立方程式を与えることは明かである．
（3） 解法
種々の解き方があるが，ここでは積分境界値を未知数と

し，複素解の実部を用いる 3周波数連立法（3F-C法）を
述べる．周波数を n1, n2, n3 とすると，連立方程式は⎡

⎢⎣
gn1 1 jn1Δω

gn2 1 jn2Δω

gn3 1 jn3Δω

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣

a2�
ḟ(t)

�T
0�

f(t)
�T
0

⎤
⎥⎦=

⎡
⎢⎣

n2
1Δω2gn1

n2
2Δω2gn2

n2
3Δω2gn3

⎤
⎥⎦

となる．この複素のままの解は

a2 =
jΔω3

detA
{(n3 − n2)n

2
1gn1 + (n1 − n3)n

2
2gn2

+(n2 − n1)n
2
3gn3} (14)

detA = jΔω{(n3 − n2)gn1 + (n1 − n3)gn2

+(n2 − n1)gn3} (15)

で与えられる．a2 の実部の平方根が周波数推定値である．
4.3 「窓関数」に基づく導出20)

荷重積分法の一般化した手順で確かに推定式に到達した．
では，もう 1つの解釈から始めたらどうなるだろうか．
積分境界値項を消すには，両境界で値も微分も零となる

窓関数 p(t) を導入し，w(t) = p(t)e−jnΔωt とすればよい．
p(0) = ṗ(0) = p(T ) = ṗ(T ) = 0 ゆえ，荷重積分は

� T

0

(f̈(t) + a2f(t))p(t)e−jnΔωtdt

=

� T

0

f(t)p̈(t)e−jnΔωtdt

−2jnΔω

� T

0

f(t)ṗ(t)e−jnΔωtdt

−(n2Δω2 − a2)

� T

0

f(t)p(t)e−jnΔωtdt

= 0 (16)
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と書かれる．ここでの関心は，p(t) がごく少数の荷重関数
の合成である場合にある．Hann の窓関数

p(t) ≡ 1 + cos

(
Δω

(
t− T

2

))

= −1

2
e−jΔωt + 1− 1

2
ejΔωt

が条件を満たすが，上式の各項が荷重関数 e−jnΔωt の周波
数をシフトさせるだけのため，(16) 式中の荷重積分は，

g̃n ≡
∫ T

0

f(t)p(t)e−jnΔωtdt = −1

2
gn−1+gn− 1

2
gn+1

h̃n ≡
∫ T

0

f(t)ṗ(t)e−jnΔωtdt =
jΔω

2
(gn−1 − gn+1)

k̃n ≡
∫ T

0

f(t)p̈(t)e−jnΔωtdt =
Δω2

2
(gn−1 + gn+1)

のように，窓関数を用いない荷重積分 gn−1, gn, gn+1 の合
成で書かれてしまう．これを用いると (16) 式は

a2 = n2Δω2 − k̃n − 2jnΔωh̃n

g̃n
(17)

図 6 荷重積分法と他の FFT に基づく方法との比較20)

観測雑音分散と推定誤差分散の関係を，推定方式とデータ長ごとにプロット
している．

(a) ピアノ曲 “Traumerei” (b) 女声 “長雨が ようやく”

図 7 実音響信号への適用例 (fS = 44.1 kHz)
FFT のすべての周波数成分の組から推定した周波数を投票してできた分布
を示す．(a) ピアノの低音部と高音部の倍音構造 (N = 512)．(b) 有声音
のピッチ構造 (N = 256)．

漸近も他の方法同様に高く，観測誤差が小さくなるだけ一
様に推定誤差も小さくなる．近似を含まないのだから，こ
の性質は当然と言える．3W-5 法は，合成に用いる荷重関
数を 5 個に増やし，周波数選択力を強化した方法である．
推定の有効性が若干犠牲になるが，複数の正弦波が混在す
る状況で妨害を少なく推定可能な利点をもつ20)．
4.5 実音響信号への応用

図 7 に実音への適用結果の一例を示す．FFT で計算した
周波数成分のすべての隣接する 3 個の組で周波数が推定さ
れ，それを周波数軸上に投票してヒストグラムを形成する．

のように簡単に解かれることになる（3W-3 法）．
実は (17) 式は (14) 式で (n1, n2, n3) = (n − 1, n, n  +1)

の場合に等しいことがわかる20)．荷重積分法が荷重関数の
組み合わせにより「窓関数」と同様な効果を得るとの解釈
は，ここでも正しいことが確かめられた．
4.4 推定能力の比較評価

上述のように，厳密な周波数推定法がすっきりとした形
で導かれた．フーリエ変換を内在し，ピーク近傍のスペク
トル値で推定が行われる．果たして統計的有効性は目論み
通り CRLB に漸近できるのだろうか．

図 6 は推定誤差分散を他の方法と比較した結果を示す20)．
このグラフは推定法の性能を的確に表現する．横軸が観測
雑音の分散で，左に行くほどデータの SN 比が高い．縦軸
が推定誤差の分散で，下に行くほど精度が高い．線のパラ
メータはデータ長 N と推定方式で，細い黒線が推定誤差
分散の理想値の CRLB である．左側でグラフが水平になる
のは，その推定方式は高 SN 比で近似による系統誤差が支
配的なことを示す．全体に CRLB から離れるのは，その方
式はデータの含む情報を使い切っていないか，低 SN 比の
成分に依存するなど，不適切に利用していることを示す．

比較対象の QIFFT 法21), Quinn の方法22), Macleod23)

の方法とも，FFT のピーク近辺での補間により周波数を定
める方法である．グラフから，QIFFT 法は有効性が若干
低く，系統誤差の顕在化が早いことから，推定式の近似精
度が良くないことが読み取れる．Quinn の方法と Macleod

の方法は統計的有効性が高く，推定式の近似精度も改善さ
れている．これらに対して，荷重積分法による 3F-C 法と
3F-R 法（解を実数値に拘束した 3F-C 法）は，CRLB への
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これが周波数に対応した色相と投票数に対応した明度のカ
ラーマップで示されている．(a)はピアノ演奏への結果で，
ほとんどすべての倍音系列が明瞭に分離され，ばらつきの
少ない細線の軌跡を形成している．(b)は日本語の女声に
対する結果で，有声音の区間においてピッチ構造とその変
化が高い解像度で検出されている．

5. おわりに
荷重積分法は，ここで説明した以外にも，ヤドリバエ模
倣型音源定位センサ24)，瞬時波源定位25)，波形中心検出26)，
複素場の極定位27)，モアレドップラ周波数推定28)などに適
用され，成果を上げている．多くの方々がこの方法論を活
用し，さらに発展してゆくことを期待する．

（2012 年 6 月 14 日受付）
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荷重積分法：その後の進展と応用展開

2012 年に前掲の解説記事をまとめて以降にも，筆者らは
精力的に研究と開発を進め，数多くの進展があった．基本
的方法論であること，厳密に成り立つ関係ゆえ理論的展開
の土台となること，有限領域を前提とし時間的空間的な非
定常性に容易に対応できること，差分方程式系や時変係数
を有する系に一般化できること，などが背景にある．

以下の研究事例を考察の参考やヒントとして，多くの
方々が，方法論自体の進展や拡張や精密化，幅広い分野へ
の応用展開を進められることを期待する．

1） 円周アレイからの波源定位 1）— 有限距離の単一モノ
ポール波源から到来する広帯域波動場の 1 次の偏微分
方程式，波源拘束偏微分方程式に基づき，円周上でス
カラー波動場を観測し，波源までの距離と方位を瞬時
的かつ代数的に決定する．方位と距離に依存する系へ
の初めての適用．

2） 空間フィルタ速度測定の厳密法 2）— 空間フィルタ法
は，格子通過像の全光量の時間周波数に基づく古典的
な速度測定法である．複数の有限サイズ格子の透過光
量の代数演算で速度が厳密に求められることを示した．

3） Mathieu方程式系と自励発振型計測 3）— Mathieu 方程
式はパラメトリック励振を表わす微分方程式であり，正
弦的に時間変化する係数をもつ．荷重積分法により，こ
れを有限区間のフーリエ係数の代数方程式化し，自励発
振型センサのパラメータ推定と励振の制御に用いた．

4） 磁気双極子定位の基礎方程式 4）— 位置と姿勢や動作の
計測に用いられる 3 次元空間中の磁気双極子につい
て，荷重積分法に直結する電磁場の偏微分方程式の必
要十分な構成と，それぞれの性質を示した．

5） 周波数領域 Prony法 5）— 観測波形が満たす差分方程
式を同定し，その特性方程式の根として波形の構成要
素の減衰正弦波パラメータを求めるのが Prony 法であ
る．荷重積分法の方法論を標本系列の差分方程式に適
用し，有限区間のフーリエ係数から，周波数分解しつ
つ減衰正弦波のパラメータを求められることを示した．

6） 正弦波モデル時間周波数領域 6）— 上記の周波数領域
Prony 法を用い，線形または対数線形な時間周波数領
域の構成法を示した．隣接したフーリエ係数のブロッ
クごとに減衰正弦波パラメータを求め，軌跡の分布と
して表示する．
緩やかに変化する正弦波は凝集して 1 本の軌跡をな
し，広帯域の急激変化部では，反発しあう線群が構成
される．

7） オプティカルフロー検出用時間相関カメラ 7）— すべての
画素に三相相関回路を搭載し，単一フレームオプティカ
ルフロー検出に必要な強度画像と1次フーリエ係数画像
を取得する．704×512という限られた画素数以外はほぼ

実用性能の達成を目指したイメージセンサ開発．
8） 車載の異常物体検出視覚システム8）— 人間の視覚系の

凝視機能を模擬的に実現することで，車両の振動や操舵
によるオプティカルフロー成分を除き，静的三次元環境
によって生じるオプティカルフロー成分との違いから環
境中を運動する人物や走行車両を選択的に映像化する．

9） 多項式/有理指数波形推定 9）, 10）— 種々の場面で用いら
れるパルス波形が有理関数指数波形として共通な数学
的表現を有すること，その微分方程式が時間有理式係
数をもつ統一的な形式を有すること，およびそれらが
有限フーリエ基底を用いた荷重積分法で容易に代数方
程式化され，直接代数的なパラメータ推定が可能にな
ることを示した．レーダ，ソナー，医療診断等への応
用が期待される．
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